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Аннотация. Разработан алгоритм анализа чувствительности и идентифицируемости математических моде-
лей распространения эпидемии COVID-19 в Новосибирской области, основанных на системах дифференци-
альных уравнений и законе действующих масс. Основу алгоритма составляет анализ матрицы чувствитель-
ности методами дифференциальной и линейной алгебры, показывающей степень зависимости неизвестных 
параметров моделей от заданных измерений. В результате работы алгоритма выявляются наименее и наи-
более чувствительные к измерениям параметры, что способствует построению регуляризующего алгоритма 
решения задачи идентификации параметров для построения более точных сценариев развития эпидемии 
в регионе. Анализ чувствительности математических моделей распространения коронавирусной инфекции 
COVID-19 показал, что параметр контагиозности вируса устойчиво определяется по количеству ежедневно 
выявляемых заболевших, критических и вылечившихся больных. С другой стороны, прогнозируемая доля 
госпитализированных больных, находящихся в критическом состоянии и требующих подключения аппа-
рата ИВЛ, а также коэффициент смертности определяются гораздо менее устойчиво. Для построения бо-
лее реалистичного прогноза необходимо добавить дополнительную информацию о процессе (например, 
о количестве ежедневных случаев госпитализации). Задачи уточнения идентифицируемых параметров по 
дополнительной информации о количестве выявленных, критических и смертельных случаев в Новоси-
бирской области были сведены к задачам минимизации соответствующих целевых функционалов. Задача 
минимизации была решена с помощью метода дифференциальной эволюции, широко используемого в за-
дачах стохастической глобальной оптимизации. Показано, что более общая камерная модель, состоящая 
из семи обыкновенных дифференциальных уравнений, описывает основную тенденцию распространения 
коронавирусной инфекции, чувствительна к пикам выявленных случаев, однако некачественно описывает 
небольшие статистики (количество ежедневных критических, смертельных случаев), что может приводить 
к ошибочным выводам. Более подробная агентно-ориентированная математическая модель, учитывающая 
поведение отдельных агентов, позволяет улавливать небольшие шумы в данных и строить сценарии разви-
тия распространения эпидемии в регионе.
Ключевые слова: чувствительность параметров; идентифицируемость; обыкновенные дифференциальные 
уравнения; обратные задачи; эпидемиология; COVID-19; прогнозирование; Новосибирская область.
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Abstract. The paper presents the results of sensitivity-based identif iability analysis of the COVID-19 pandemic 
spread models in the Novosibirsk region using the systems of differential equations and mass balance law. The 
algorithm is built on the sensitivity matrix analysis using the methods of differential and linear algebra. It allows 
one to determine the parameters that are the least and most sensitive to data changes to build a regularization for 
solving an identif ication problem of the most accurate pandemic spread scenarios in the region. The performed 
analysis has demonstrated that the virus contagiousness is identif iable from the number of daily conf irmed, critical 
and recovery cases. On the other hand, the predicted proportion of the admitted patients who require a ventila-
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tor and the mortality rate are determined much less consistently. It has been shown that building a more realistic 
forecast requires adding additional information about the process such as the number of daily hospital admissions. 
In our study, the problems of parameter identif ication using additional information about the number of daily 
conf irmed, critical and mortality cases in the region were reduced to minimizing the corresponding misf it func-
tions. The minimization problem was solved through the differential evolution method that is widely applied for 
stochastic global optimization. It has been demonstrated that a more general COVID-19 spread compartmental 
model consisting of seven ordinary differential equations describes the main trend of the spread and is sensitive 
to the peaks of conf irmed cases but does not qualitatively describe small statistical datasets such as the number 
of daily critical cases or mortality that can lead to errors in forecasting. A more detailed agent-oriented model has 
been able to capture statistical data with additional noise to build scenarios of COVID-19 spread in the region.
Key words: parameter sensitivity; identif iability; ordinary differential equations; inverse problems; epidemiology; 
COVID-19; forecasting; Novosibirsk region.
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Введение
Многие математические модели в биологии (эпидемио­
логия, иммунология, фармакокинетика, системная биоло­
гия), медицине (томография), физике и химии (метеоро­
логия, химическая кинетика), социологии описываются 
системами дифференциальных уравнений: обыкновенных 
(Kermack, McKendrick, 1927), в частных производных 
(Habtemariam et al., 2008), стохастических (Lee et al., 2020). 
Коэффициенты этих уравнений характеризуют  особен­
ности протекания процессов в конкретных условиях. 
Для построения адекватных математических моделей не­
обходимо уточнять коэффициенты уравнений по неко­
торой дополнительной информации о процессе или его  
известных характеристиках. Так, например, в задачах 
эпидемиологии скорость передачи инфекции в регионе, 
вероятности возникновения критических случаев в за­
висимости от сопутствующих заболеваний, возрастных 
и демографических характеристик, количество бессимп­
томных/латентных инфицированных и  пр. неизвестны 
или заданы приближенно из статистической информации. 
Нередко эти характеристики чувствительны к измере­
ниям, заданным с погрешностью (ошибки округления, 
погрешность прибора, человеческий фактор), что влечет 
за собой неустойчивость решения задачи идентификации 
параметров моделей.

Анализ идентифицируемости систем дифференциаль­
ных уравнений, возникающих при моделировании про­
цессов в биологии, медицине, физике, является важным 
шагом перед разработкой вычислительных алгоритмов их 
решения (Bellu et al., 2007; Raue et al., 2010, 2014; Miao et 
al., 2011; Kabanikhin et al., 2016; Voropaeva, Tsgoev, 2019). 
В статье (Krivorotko et al., 2020a) приведена классифика­
ция методов идентифицируемости: структурная, практи­
ческая и анализ чувствительности, а также рассмотрены 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений, 
описывающие процессы в эпидемиологии и иммунологии, 
на предмет чувствительности параметров к ошибкам в 
измерениях и практическую идентифицируемость.

Подробный обзор методов и примеров анализа струк­
турной идентифицируемости в задачах биологии, описы­
ваемых системами обыкновенных дифференциальных 
уравнений  (ОДУ), можно найти в работах (Miao et al., 

2011; Kabanikhin et al., 2016). Основываясь на структуре 
модели

 

d x
dt  = g (t, x, q),    t  (0, T ), x(t)  C1(ℝN ), q  ℝL,

x(0) = x0,     
xi (tk) = fik ,          i  {1, …, M }, k = 1, …, K,                   

(1)

можно установить единственность решения задачи опре­
деления параметров q и начальных условий (или их части) 
x0 модели по имеющимся измерениям  fik , а также дать 
рекомендации по добавлению информации или измене­
нию условий задачи поиска параметров для получения 
единственного решения.

Нами выполнен анализ полуотносительной чувстви­
тельности математических моделей эпидемиологии и со­
циальных процессов, предложенный Adams et al. (2004) 
для анализа систем ОДУ, который позволяет установить 
степень чувствительности параметров к измерениям и 
недостающие/излишние измерения относительно некото­
рого «эталонного» набора для решения поставленной за­
дачи идентификации неизвестных параметров. В качестве 
примера рассмотрены описываемые системой ОДУ две 
математические модели распространения новой корона­
вирусной инфекции, вызванной вирусом SARS-CoV-2. 
Построен алгоритм регуляризации численного решения 
задачи идентификации параметров математической мо­
дели SEIR-типа и камерной модели на основе состояний 
агентов в агентно-ориентированной модели по статисти­
ческим данным из открытых источников для Новосибир­
ской области. Приведены результаты моделирования, а 
также сценарий развития распространения заболевания 
COVID-19 в Новосибирской области.

Анализ чувствительности параметров  
в системах обыкновенных  
дифференциальных уравнений
Анализ чувствительности используется для оценки иден­
тифицируемости неизвестных параметров модели для 
системы ОДУ (1) до построения алгоритмов численного 
решения задач идентификации параметров. Для методов 
анализа чувствительности реальные экспериментальные 
данные не требуются, но количество измерений и момен­
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ты времени, в которые выполнены измерения, могут быть 
необходимы. Исследование чувствительности для мате­
матической модели проводится относительно некоторых 
номинальных параметров q*, значения которых берутся из 
литературных источников или доступной статистической 
информации.

Методы анализа чувствительности основаны на по­
строении матрицы чувствительности. Предположим, что 
t1 ≤ t2 ≤ … ≤ tK – фиксированные моменты времени, в ко­
торые проводятся измерения  fik . Тогда коэффициенты 
матрицы чувствительности для вектора параметров  q*  
вычисляются по формуле

                                sij (t) = 
∂ fi (t, q*)

∂ qj
 ∙ q*

   j ,                           (2)

где fi (i = 1, …, M  ) – i-я компонента вектора измеряемых 
функций, а qj (  j = 1, …, L) – j-я компонента вектора па­
раметров.

Таким образом, матрица чувствительности определя­
ется следующим образом:

SM ∙ K×L = 

 

s11(t1)      …      s1L(t1)
                            
sM1(t1)     …      sML(t1)
                              
s11(tK)     …      s1L(tK)
                            
sM1(tK)     …     sML(tK)

 .

Для расчета матрицы чувствительности рассматрива­
ется традиционная функция чувствительности:

sqj 
(t) = ∂ x

∂ qj
 (t),      j = 1, …, L.

Дифференцируя первое уравнение системы (1) по qj, 
получаем, что каждая вектор-функция sqj

 удовлетворяет 
следующей задаче Коши:

 

ṡqj 
(t) = ∂ g

∂ x (t, x (t; q), q) ∙ sqj 
(t) + ∂ g

∂ qj
 (t, x (t ; q), q),   

sqj 
(t0) = ∂ x0

∂qj
.   

           

 (3)

Численно решая систему дифференциальных уравне­
ний (3), получаем sqj

(t).
В качестве первого шага оцениваются те параметры q, 

к которым решение модели наиболее чувствительно. 
Они, в свою очередь, определяются с помощью расчета 
полуотносительной чувствительности. Представим ин­
формацию о чувствительности как функцию времени на 
интересующем интервале. Мы хотим иметь некоторую 
общую меру чувствительности решения к параметрам, 
поэтому для каждой комбинации состояние/параметр 
берем норму (в пространстве L2) по времени, а затем ран­
жируем полученные скаляры, чтобы определить наибо­
лее чувствительные параметры. Чем меньше значение 

 

∂ fi (t)
∂ qk  

q*
   k

 2          
, тем меньше влияние параметра qk на пере- 

менную fi . Данную общую меру назовем полуотноситель­
ной чувствительностью.

Далее для анализа чувствительности в работе использо­
ван ортогональный метод (Yao et al., 2003). Его основная 
идея состоит в том, чтобы исследовать линейные зави­
симости столбцов матрицы чувствительности S. Таким 
образом, одновременно можно оценить как чувствитель­
ность параметров к входным данным, так и зависимость 
между параметрами. 

Анализ чувствительности математических 
моделей распространения COVID-19
Особенность разработанных к настоящему времени мате­
матических моделей распространения COVID-19 состоит 
в анализе поведения бессимптомного протекания болез­
ни  и влияния инкубационного периода заболевания на 
характер эпидемиологической ситуации в регионах. Раз­
работан ряд пакетов с открытым кодом (Gomez et al., 2020; 
Tuomisto et al., 2020; Wolfram, 2020), а также web-сервисов 
для моделирования сценариев развития COVID-19:
•   в странах мира: https://covid19-scenarios.org/ (Базель­

ский университет, Швейцария);
•   в Москве, Новосибирской области и ряде европей­

ских стран: https://covid19.biouml.org/ (Федеральный 
исследовательский центр Институт вычислительных 
технологий СО РАН, Новосибирск);

•   в Алматы, Казахстан: http://covid19.mmay.info/almaty/
?fbclid=IwAR20yx7F4MdWRqwUDzripUK29lWAvoyC
SkDPafgpj25ummay23e7oFHBdXg.
Основные подходы в моделировании распространения 

эпидемий можно разделить на две группы.
1. Камерный подход (моделирование «сверху вниз»). 

Взаимодействие агентов в популяции, распределен­
ных в характерные группы со схожими признаками 
(восприимчивые, (бес)симптомные инфицированные, 
госпитализированные агенты, критические случаи 
и т. п.), строится на основе закона действующих масс 
в рамках камерного моделирования, впервые предло­
женного в 1927 г. (Kermack, McKendrick, 1927). Распре­
деление агентов во времени происходит в зависимости 
от заданных вероятностей перехода между группами: 
вероятность инфицирования, параметр контагиозности 
вируса, смертность и др.

2. Агентно-ориентированный подход (моделирование 
«снизу вверх»), базирующийся на исследовании взаи­
модействий отдельных индивидуумов и их влияния 
на глобальные показатели (параметр контагиозности, 
смертность, вероятность тяжелого протекания болезни 
и  др.). Агентно-ориентированные модели характери­
зуются случайными графами, в которых длинам ребер 
соответствуют вероятности перемещения агента в раз­
личные состояния. 
Часто параметры перехода между группами и состоя­

ниями агентов неизвестны или заданы в широком диа­
пазоне (например, инкубационный период заболевания 
составляет 2–14 дней по оценкам ВОЗ), что затрудняет 
анализ модели и построение качественных сценариев 
развития заболевания.

Рассмотрим два варианта разделения популяции кон­
кретного возраста (20–29 лет) на группы, в которых агенты 
переходят в различные состояния в ходе прогрессирования 
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заболевания, вызванного вирусом SARS-CoV-2 (рис. 1). 
В моделях не учитываются: разделение по половому при­
знаку; ежегодные рождаемость и смертность (поскольку 
промежуток моделирования составляет менее одного 
года); вакцинация; пассажиропотоки; сопутствующие 
заболевания агентов, влияющие на вероятности перехо­
да между группами. Цель анализа двух математических 
моделей – продемонстрировать корреляцию зависимостей 
схожих параметров к одним и тем же измерениям, а также 
дать рекомендации, какие параметры по каким измерени­
ям удается определить устойчиво.

Система ОДУ типа (1), описывающая распространение 
COVID-19 в популяции, разделенной на десять харак­
терных групп (Kerr et al., 2020), записывается на основе 
баланса масс следующим образом:

dS
dt  = – α S(t),

dE
dt  = α S(t) – 1

tinc
  E(t),

dI
dt  = 1

tinc
 E(t) – 1τ   I (t),

dA
dt  = 1– psym

τ  I (t) – 1τ1
 A(t),

dR
dt  = 1

τ1
 A(t) + 1– pcrit

τ2
H (t) + 1τ1

 M (t) + 1– μ
τ2

 C(t),

dSym
dt  =  psym

τ  I (t) –  psev
tinf

Sym(t) – 1– psev
τ  Sym(t),

dM
dt  = 1– psev

τ  Sym(t) – 1τ2
 M (t),

dH
dt  =  psev

tinf
Sym(t) –  pcrit

thosp
 H (t) – 1– pcrit

τ2
 H (t),

dC
dt  =  pcrit

thosp
 H (t) – μ

tcrit
 C(t) – 1– μ

τ2
 C(t),

dD
dt  = μ

tcrit
 C(t),

 

          (4)

с начальными условиями:
S(0) = S0, E(0) = E0, I (0) = I0, A(0) = A0, Sym(0) = Sym0,

R(0) = R0, H(0) = H0, M(0) = M0, C(0) = C0, D(0) = D0.
Модель (4) характеризует один из классов состояний 

агентов одной возрастной группы в агентно-ориентиро­
ванной модели (см. рис. 1, а).

Аналогично записывается система уравнений SEIR-
HCD модели, в которой популяция разделена на семь 
групп (Krivorotko et al., 2020b; Unlu et al., 2020):

dS
dt  = – 5 – a (t – τ)

5  αI S(t)I (t)
N(t)  + αE S(t)E(t)

N(t)  ,

dE
dt  = 5 – a (t – τ)

5  αI S(t)I (t)
N(t)  + αE S(t)E(t)

N(t)  – 1
tinc

  E(t),

dI
dt  = 1

tinc
  E(t) – 1

tinf 
  I (t),

dC
dt  = 

εHC
thosp

 H (t) – 1
tcrit

 C(t),

dR
dt  = β

tinf 
  I (t) + 1 – εHC

thosp
 H (t),

dH
dt  = 1 – β

tinf
 I (t) + 1 – μ

tcrit
 C(t) – 1

thosp
 H (t),

dD
dt  = μ

tcrit
 C(t),

 

    (5)

с начальными условиями:
S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0, R(0) = R0, 

H(0) = H0, C(0) = C0, D(0) = D0.
Здесь S (t) – восприимчивый агент в момент времени  t; 
E(t) – зараженный незаразный (не передающий вирус); 
I (t) – зараженный заразный (передающий вирус); A(t) – 
больной без симптомов; Sym(t) – больной с симптомами; 

Рис. 1. Диаграмма состояний агентов: а – в пакете COVASIM (Kerr et al., 2020); б – в рамках SEIR-HCD модели (Unlu et al., 2020).
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H (t) – тяжелобольной; C(t) – критически больной (требу­
ющий подключения аппарата ИВЛ); M (t) – больной лег­
кой степени тяжести; R(t) – выздоровевший; D(t) – умер­
ший. Усредненные параметры моделей (4) и (5) для Но­
восибирской области приведены в табл.  1 (Lauer et al., 
2020; Verity et al., 2020; Wölfel et al., 2020).

Отметим, что коэффициенты t –1
 inc , t –1

 inf , t –1
 hosp, t –1

 crit, τ –1, τ –1
  1 ,  

τ –1
  2  перед соответствующими состояниями агентов в мо­
делях (4) и (5) описывают запаздывание перехода между 
состояниями (Лихошвай и др., 2004). Например, в урав­
нении (модель (5))

dI
dt = 1

tinc
 E(t) –  1

tinf  
 I (t)

коэффициент t –1
 inc  означает (в линейном приближении) 

запаздывание в tinc дней перехода из группы зараженных 
незаразных индивидуумов E(t) в группу инфицирован­
ных заразных I (t), а коэффициент –t –1

 inf  – задержку агента 
в группе инфицированных заразных индивидуумов в те­
чение периода инфицирования tinf  , дней.

Математическая модель 1 (схема приведена на 
рис. 1, а). Предположим, что известна дополнительная ин­
формация о количестве вылеченных и умерших больных в 
фиксированные дни в случае математической модели (4):

                  R(tk) = Rk , D(tk) = Dk , k = 1, …, 225.              (6)

Здесь Rk – количество выздоровевших агентов в день k ; 
Dk  – количество умерших в результате заболевания в 
день k.

Проанализируем полуотносительную чувствительность 
двух неизвестных параметров заразности α и начально­

Таблица 1. Параметры моделей (4), (5) и их усредненные значения для Новосибирской области (Kerr et al., 2020; Unlu et al., 2020)

Параметр Описание Значение/ 
интервал

τ1 Количество дней до выздоровления бессимптомных и легких больных 6–11

τ2 Количество дней до выздоровления зараженных пациентов в критическом и тяжелом состоянии 12–17 

psym Вероятность проявления симптомов после заражения 0.6

psev Вероятность перехода больного с симптомами в тяжелое состояние (нуждается в госпитализации) 0.0072

pcrit Вероятность перехода больного из тяжелого состояния в критическое (нуждается в ИВЛ) 0.00036

α Вероятность передачи вируса для агентов, имевших контакт (0.01, 0.025)

E(0) Начальное количество инфицированных людей в популяции (1, 100)

a(t) Индекс самоизоляции от Яндекс, который описывает степень изоляции населения по шкале от 0  
(отсутствие изоляции) до 5 (полная изоляция)

(0, 5)

α E Вероятность заражения между бессимптомной и восприимчивой группами населения (α E >>  α I ) (0, 1)

α I Вероятность заражения между инфицированным и восприимчивым населением, которая связана  
с контагиозностью вируса и социальными факторами

(0, 1)

β Вероятность выздоровления зараженных пациентов, которые перенесли болезнь без осложнений (0, 1)

εHC Доля госпитализированных больных, находящихся в критическом состоянии и требующих  
подключения аппарата ИВЛ

(0, 1)

μ Вероятность смерти в результате COVID-19 (0, 0.5)

τ Продолжительность латентного периода (характеризует запаздывание выделения вирионов), дней 2

tinc Продолжительность инкубационного периода, дней 2–14

tinf Продолжительность периода заражения, дней 2.5–14

thosp Продолжительность периода госпитализации, дней 4–5

tcrit Продолжительность использования аппарата ИВЛ, дней 10–20

го количества бессимптомных больных E(0) в модели (4) 
к измерениям (6). Это позволит установить возможность 
устойчивого определения неизвестных параметров по 
имеющимся данным для построения адекватной эпиде­
миологической картины в регионе. В табл. 2 приведены 
отсортированные по убыванию значения функции чув­
ствительности исследуемых параметров q1 = α, q2 = E(0) 
на измерения (  fi ) = (R, D), i = 1, 2, представленной в виде 

нормы  
 

∂ fi (t)
∂ qk  

q*
   k

 2 
. Чем меньше значение  

 

∂ fi (t)
∂ qk  

q*
   k

 2
, тем 

меньше влияние параметра qk на измерения  fi.
На рис. 2 представлены графики изменения функции 

чувствительности ∂ fi (t)
∂ qk  

q*
   k

 от времени в зависимости от

варьируемого параметра. Таким образом, в модели  (4) 

Таблица 2. Полуотносительные чувствительности 
 различных состояний модели (4) к параметрам,  
отсортированные по убыванию 

Переменная fi Параметр qk ∂  fi (t)
∂  qk

q*
   k

 2

R(t) E(0) 8.9 · 106

α 7.6 · 1014

D(t) E(0) 6.7 · 10–14

α 6.07 · 10–6
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параметры α и E(0) наименее чувствительны к перемен­
ной D(t) и не могут быть определены только по данным 
о смертельных случаях. В свою очередь эти параметры 
чувствительны к функции R(t), а следовательно, по из­
мерениям о случаях выздоровления восстанавливаются 
более устойчиво.

Математическая модель  2 (схема приведена на 
рис.  1,  б ). Теперь исследуем математическую модель 
SEIR-HCD (5). Предположим, что известны дополнитель­
ные измерения о количестве выявленных, критических и 
смертельных случаев в фиксированные моменты времени:

               
I (tk) = (1 – bk) fk ,   C(tk) = Ck ,   D(tk) = Dk ,

tk  (t0, T ), k = 1, …, 205,
         (7)

где b(t)  [0, 1] – доля бессимптомных больных в выяв­
ленных случаях; fk  – количество выявленных больных 
в день k; Ck – количество пациентов в критическом со­
стоянии в день k.

Пусть параметры q = (αE , αI , β, εHC , μ, E0)T   ℝ6 неиз­
вестны. Проанализируем полуотносительную чувстви­
тельность вектора параметров  q к измерениям  (7) для 

математической модели (5). Для этого построим ∂ fi (t)
∂ qk  

q*
   k

,

(  fi ) = (I, C, D), i = 1, 2, 3, и проанализируем значение  

 

∂ fi (t)
∂ qk  

q*
   k

 2          
 (табл. 3). Качество определения параметров 

β, εHC и μ  при решении обратной задачи практически не 
зависит от имеющихся измерений количества инфициро­
ванных I (t), в отличие, например, от более чувствительных 
к этим данным коэффициентов αE , αI , E0.

На рис. 3 представлены графики изменения от времени 

функции чувствительности ∂ fi (t)
∂ qk  

q*
   k  в зависимости от

варьируемого параметра. Чем более изменчив параметр 

Параметр Е(0) и данные R(t)

Параметр Е(0) и данные D(t)1e–8
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Рис. 2. Функция чувствительности 
∂  fi (t)
∂  qk

q   k  для модели (4) для периода моделирования 182 дня (с 12.03.2020 по 09.09.2020).

Tаблица 3. Полуотносительные чувствительности  
различных состояний модели (5) к параметрам,  
отсортированные по убыванию 

Переменная fi Параметр qk ∂  fi (t)
∂  qk

q*
   k

 2

I αE 2.865 · 1014

I αI 2.396 · 1014

I E0 1.854 · 1014

C αE 2.386 · 1012

C αI 1.996 · 1012

C E0 1.544 · 1012

D αE 7.110 · 1011

D αI 5.947 · 1011

D E0 4.601 · 1011

C εHC 4.833 · 104

C β 3.428 · 104

D εHC 3.041 · 104

D μ 2.982 · 104

D β 2.164 · 104

C μ 3.695 · 102

I β 2.03 · 10–6

I εHC 1.6 · 10–7

I μ 3 · 10–8

в динамике, тем чувствительность к данным измерениям 
выше, а значит, определяться он будет более устойчиво.

Результаты анализа чувствительности параметров мате­
матической модели (5) при различных итерациях ортого­
нального алгоритма (описание алгоритма см. (Krivorotko 
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et al., 2020a)) приведены на рис. 4. По горизонтальной оси 
отложены итерации ортогонального алгоритма, количе­
ство которых на единицу меньше размерности вектора 
неизвестных параметров (количества столбцов матрицы 
чувствительности), а по вертикальной – значения норм 
перпендикуляров для полученных преобразований матриц 
чувствительности. Показано, что наиболее идентифици­
руемыми также оказались параметры заражения между 
бессимптомной и восприимчивой группами населения αE , 
между инфицированным и восприимчивым населени­
ем αI (связан с контагиозностью вируса и социальными 
факторами), а также начальное значение зараженных или 
находящихся в инкубационном периоде индивидуумов E0. 
С помощью метода анализа чувствительности для ма­
тематической модели  (5) получена последовательность 
параметров (от наиболее до наименее чувствительного): 
αE , E0, αI , εHC , μ, β.

После анализа идентифицируемости можно заключить, 
что наименее чувствительными (более идентифицируе­

мыми) параметрами модели к вариациям в данных (по­
грешностям) являются αE , E0 и αI , иными словами, эти 
параметры более устойчиво определяются при решении 
обратной задачи (5),  (7). Наиболее чувствительными 
(менее идентифицируемыми) к ошибкам в измерениях 
являются параметры εHC , μ и β (с наименьшими значе­
ниями норм перпендикуляров в матрице чувствительно­
сти), т. е. необходимо разработать алгоритм регуляриза­
ции, позволяющий контролировать качество определения 
чувствительных параметров.

Математическое моделирование 
распространения COVID-19  
в Новосибирской области
Для математического моделирования COVID-19 в Ново­
сибирской области были использованы данные открытых 
источников:
а) количество тестированных (в том числе выявленных  f  

и процента b(t) бессимптомных из них), вылеченных (R) 
и умерших (D) от COVID-19;

б) промежутки длительности инкубационного tinc , латент­
ного τ периодов болезни, периодов инфицирования tinf  , 
госпитализации thosp , длительности использования ап­
парата ИВЛ tcrit ;

в) скорости выздоровления легких τ1 и тяжелых τ2 слу- 
чаев;

г) демографические показатели (возрастные распределе­
ния в регионе, размер популяции);

д) сведения о среднем размере семьи (2.6 человека) в Рос­
сийской Федерации по данным ООН в 2019 г. (https://
population.un.org/Household/#/countries/840).
Исследуемая информация периодически обновлялась 

на сайтах:
•   Минздрава Новосибирской области: https://zdrav.nso.ru/ 

(данные пункта (г));

Рис.  3.  Функция полуотносительной чувствительности 
∂  fi (t)
∂  qk

q*   k для временного интервала 170  дней (с 15.04.2020 

по 01.10.2020). 

Рис. 4. Величины норм перпендикуляров для каждого параметра на 
различных итерациях  (1–5) ортогонального алгоритма чувствитель-
ности параметров математической модели (5).

https://population.un.org/Household/%23/countries/840
https://population.un.org/Household/%23/countries/840
https://zdrav.nso.ru/
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•   Федеральной службы государственной статистики, 
Новосибирская область: https://novosibstat.gks.ru/folder/ 
31729 (данные пункта (в));

•   Стопкоронавирус: https://стопкоронавирус.рф (данные 
пункта (а));

•   Всемирной организации здравоохранения: https://www.
who.int (данные пункта (б)).
Моделирование проводилось с учетом введенных в Но­

восибирской области сдерживающих мер в отношении 
коронавирусной инфекции COVID-19 (табл. 4).

Решения обратных задач (4), (6) и (5), (7) сводятся к 
решению задачи минимизации целевого функционала 
(Kabanikhin, 2008):

J (q) = ∑
s

T
∑
i=1

ws ∙ G (c i, s  d , c i, s  m (q)). 

Здесь s – статистики, по которым сравнивались данные 
(кумулятивные выявленные, критические, умершие); ws – 
весовой коэффициент; c i, s  d , c i, s  m  значения данных (с ин­
дексом d  ) и модели (с индексом m); T – количество дней 
моделирования; q  – вектор неизвестных параметров: 
q1 = (β, E0)T в случае обратной задачи (4), (6) и q2 = (αE (t), 
αI (t),  β,  εHC ,  μ,  E0)T в случае обратной задачи (5),  (7).  
В  вычислительных экспериментах использовалась аб­
солютная норма

G1 = 
|c i, s  d  – c i, s  m  |

M , где M = max
t

{c t, s  d } – нормирующий член,  

и квадратичное отклонение в виде G2 = (c i, s  d  – c i, s  m )2/T .
Поиск минимума функционала J (q) реализуется с по­

мощью метода дифференциальной эволюции библиотеки 
SciPy.Optimize Python. Общая схема алгоритма нахож­
дения глобального минимума записывается следующим 
образом:
1. Генерация начального поколения {qi}  B, i = 1… N.
2. Генерация нового поколения.

•   Мутация:
 qi   B выбираются три случайных вектора 

v1, v2, v3  B (vj  ≠ qi , j = 1, 2, 3).
Мутантный вектор: v = v1 + F(v2 – v3), F  [0, 2].

•   Скрещивание: пробный вектор u вычисляется сле­
дующим образом:

uk = 
vk , если rand < p,
qk , если rand ≥ p,       k = 1… Nq.

3. Отбор:

qi  = 
qi , если J( xi ) < J ( ui ),
ui , иначе.  

Результат моделирования распространения коронави­
русной инфекции в Новосибирской области с прогнозом 
до 10  декабря 2020  г. представлен на рис.  5. При кон­
струировании данной модели мы использовали агентно-
ориентированный подход, основанный на исследовании 
взаимодействий отдельных индивидуумов и их влияния 
на глобальные показатели. Моделирование производили 
с помощью пакета Covasim – инструмента для создания 
стохастических агентных моделей. Подробнее со струк­
турой модели можно ознакомиться в работе (Kerr et al., 
2020). Использовались также статистические данные по 
выявленным случаям и смертям в период с 12 марта по 
23 октября 2020 г. Минимизировался следующий функци­
онал с учетом проведенного анализа идентифицируемости 
моделей (4), (6):

J (q1) = 1
T 

T
∑
i=1

(  f i  d – f i  m)2 + 100 ∙ (D i   d  – D i   m)2. 

Здесь f i  d, f i  m – кумулятивные выявленные случаи; D i   d, D i   m – 
кумулятивные смерти.

На рис. 5, а, б представлены результаты моделирования 
f i  m и статистики f i  d по выявленным случаям – кумулятив­
ным и ежедневным соответственно, на рис. 5, в – резуль­
таты моделирования D i   m и статистики D i   d по кумулятив­
ной смертности в результате COVID-19 в Новосибирской 
области. Отметим, что в статистических данных и в ре­
зультатах моделирования наблюдается вторая волна эпи­
демии в середине сентября, которая после введения с 
28 октября более жестких мер растет незначительно (не 
более 215 ежедневных выявленных случаев к середине 
декабря 2020 г.). 

Обратная задача (5), (7) была сведена к минимизации 
целевого функционала (Krivorotko et al., 2020b):

J (q2) =
K
∑

k=1
(w1| t –1

 incE(tk–1; q2) – (1– bk) fk | +

+ w2|C(tk; q2) – Ck | + w3|D(tk; q2) – Dk |). 

Параметры скорости распространения инфекции αE (t), 
αI  (t), связанные с контагиозностью вируса и зависящие 
от времени, представлялись в виде кусочно-постоянных 
функций в зависимости от введенных карантинных мер 
(см. табл. 4).

Учитывая анализ идентифицируемости математической 
модели (5), (7), были введены более жесткие ограниче­
ния на поиск слабоидентифицируемых параметров (см. 
табл.  1). Результат моделирования решения обратной 
задачи (5),  (7) для SEIR-HCD модели в Новосибирской 

Таблица 4. Меры по сдерживанию коронавирусной инфекции, принятые в Новосибирской области в 2020 г.,  
которые учитываются в моделях (4) и (5)

Дата Мера

18 марта Начало удаленных занятий в школах и университетах Новосибирской области 

28 марта Приостановлены все массовые, развлекательные, общественные мероприятия на территории региона

27 апреля Указ губернатора об обязательном ношении масок в магазинах

6 июля Открытие летних веранд в кафе и ресторанах

1 сентября Начало очных занятий в школах и университетах

28 сентября Введение обязательного ношения масок в любых помещениях, ужесточение мер в образовательных учреждениях

https://novosibstat.gks.ru/folder/31729 
https://novosibstat.gks.ru/folder/31729 
https://���������������.��
https://www.who.int
https://www.who.int
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области на период с 15 апреля по 3 октября 2020 г. при­
веден на рис. 6.

Отметим, что более грубая математическая модель 
(семь уравнений в системе ОДУ) улавливает основную 
тенденцию по выявленным случаям (пик заболевания в 
регионе, см. рис. 6, а), однако в некоторых моментах не 
согласуется с общей статистикой (критические случаи, 
требующие аппаратов ИВЛ, см. рис.  6,  б ). Негладкие 
решения на рис. 6 являются результатом применения ин­
декса самоизоляции от Яндекс, характеризующегося не­
дельной сезонностью, сглаживание которого нарушит суть 
использования в математическом моделировании. Более 
подробный анализ моделирования и прогнозирования 
распространения коронавирусной инфекции в Москве и 

Новосибирской области приведен в работе (Krivorotko et 
al., 2020b). В этом случае необходимо применять агент­
но-ориентированную модель, подробно описывающую 
небольшие статистики.

Заключение
В работе проведен анализ чувствительности и идентифи­
цируемости математических моделей распространения 
эпидемии COVID-19, основанных на системах диффе­
ренциальных уравнений. Основу алгоритма составляет 
анализ матрицы чувствительности методами дифферен­
циальной и линейной алгебры, показывающей степень за­
висимости неизвестных параметров моделей от заданных 
измерений.

Анализ чувствительности математической модели рас­
пространения коронавирусной инфекции COVID-19 по­
казал, что параметр контагиозности вируса устойчиво 
определяется по количеству ежедневно выявляемых за­
болевших, критических больных и вылечившихся. С дру­
гой стороны, прогнозируемая доля госпитализированных 
пациентов, больных, находящихся в критическом состо­
янии и требующих подключения аппарата ИВЛ, а также 
коэффициент смертности определяются гораздо менее 
устойчиво. Для построения более реалистичного прогноза 
необходимо добавлять дополнительную информацию о 
процессе (например, о количестве ежедневных случаев 
госпитализации).

Задачи уточнения идентифицируемых параметров были 
сведены к задачам минимизации соответствующих целе­
вых функционалов, описывающих близость данных моде­
лирования к статистикам по выявленным, критическим и 
смертельным случаям в Новосибирской области. Исполь­
зование абсолютной и квадратичной нормы отклонения 
данных от результатов моделирования при минимизации 
целевых функционалов не показало существенных разли­
чий при анализе результатов моделирования. Более общая 
камерная модель, состоящая из семи ОДУ, описывает 
основную тенденцию распространения коронавирусной 
инфекции, чувствительна к пикам выявленных случаев, 
однако некачественно описывает небольшие статистики 
(количество критических случаев в день tk , смертельных 

Рис. 5. Моделирование распространения COVID-19 в Новосибирской 
области (синяя линия) с помощью агентного подхода и статистиче-
ские данные (черные точки) с указанием введенных мер, влияющих 
на результаты моделирования и статистику (вертикальные штрихо-
вые линии).

Рис. 6. Моделирование распространения COVID-19 в Новосибирской области (синяя линия) с 15 апреля по 3 октября 2020 г. и статистические 
данные (штриховая черная линия):
а – ежедневные выявленные случаи f k ; б – критические случаи Ck , требующие подключения ИВЛ.
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случаев), что может приводить к ошибочным выводам. Бо­
лее подробная агентно-ориентированная математическая 
модель, в которой один из классов состояний агентов опи­
сывается системой из десяти ОДУ, позволяет детальнее 
улавливать небольшие изменения в статистике данных и 
строить сценарии развития распространения эпидемии.
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